MT34110: HAFALIADAU DIFFEROL RHANNOL

Datrysiadau 2

2024-25

1. Dosbarthwch yr hafaliadau isod fel rhai parabolig, eliptig neu hyperbolig:

(a) Ugz — Ugy + 2Uy + Buyy — Sy +8u = 0 :  Gan fod (=3)2 > 1-3, mae’r hafaliad yn
hyperbolig.

(b) Yugy + 6ugy + uyy +u, =0:  Gan fod 32 = 9.1, mae’r hafaliad yn barabolig.
(¢) Uy — AUy + 4uyy, =0:  Gan fod (—2)? = 1-4, mae’r hafaliad yn barabolig.

2. Ystyriwch y broblem Cauchy

Ut = Ugg, I’GR,t>O,
u(@,0) = f(z), w(z,0)=g(x).
(a) Darganfyddwch barth dibyniaeth u yn (z,t) = (2,1).

(b) Gadewch i f(x) = 0y tu allan i'r cyfwng [—1,2] ac g(x) = 0 tu allan i'r cyfwng [1,6].
Darganfyddwch y set E o bwyntiau (z,t) fel bod u(z,t) yn sero ar gyfer (z,t) € E.

Datrysiad.

(a) Y parth dibyniaeth yw [z —ct,z +ct|=[z —t,z+t]=[2—-1,24+ 1] =1, 3].
(b) Y tu allan i'r sector lle mae ¢t > 0 rhwng y llinellau x +¢ = —1 ac x —t = 6, h.y. o fewn
{(z,t) :t >0,z < =1 —tneux >t+6}.

. Darganfyddwch y datrysiad u(x,t) ar gyfer y broblem un dimensiwn isod, sef yr hafaliad ton
ar linyn anfeidraidd

Uy — gy =0, z€R, t>0,
u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(x).

gyda

(a) f(x) =2z ac g(x) = cos(x).

(b) f(z) = In(z? +6) ac g(z) = 323.

(c) f(z) =sin(z?) ac g(x) = %.
Datrysiad. Datrysir (a), (b) a (¢) gan ddefnyddio fformiwla d’Alembert

r+ct
u(et) = 5 {Flatet) + fla =+ o0 [ gax

T+ct
(a) u(z,t) = 3{(z+ct)+ (x—ct)} + 5 } cos(A)dA = z + & (sin(z + ct) — sin(z — ct)).

x—ct

AV



x+ct

u(z,t) = %{ln((x +ct)?46) +1In((x — ct)? +6)} + % / 3A3dA.

= %{ln((x + ct)? +6) + In((x — ct)> 4+ 6)} + 3tz (Pt + 2?)

(c¢) Gellir enrhifo’r integryn trwy rannu polynomial, neu trwy nodi fod WQ)\% =1-
AN+8
N2HANF8"
x+ct
(2.0) = Sfoin((o + t)?) +sin((o— ) + o [

u(x,t) = ={sin((x + ¢ sin((z — ¢ — —_—

’ 2 2c A2+ 4N +38
x—ct

_ %{sin((w +ct)®) +sin((z — ct))} +1

1
+= (In|(x — ct)® + 4(z — ct) + 8] — In|(z + ct)? + 4(z +ct) +8|) .

4. Gan ddefnyddio’r dull nodweddion, datryswch yr hafaliadau

(a) 2ug + (cosx)uy =0, u(0,y) =eY,
(b) ug + 2uy + (22 — y)u = 222 + 3zy — 2y?, u(z,0) = x (anoddach!).

Datrysiad. (a) Gallwn ail ysgrifennu’r hafaliad differol rhannol fel (2, cosx) - (uz, uy) = 0.
Hynny yw, mae’r deilliad cyfeiriedig yn y cyfeiriad (2, cosx) yn sero, h.y. mae’r datrysiad yn
gyson ar hyd y cromliniau nodwedd a ddiffinnir gan yr hafaliad differol cyffredin

dy cosz

de 2
Felly mae’r cromliniau nodwedd ar ffurf y = %sinx + ¢, ac felly mae datrysiadau’r hafaliad
differol rhannol ar ffurf u(z,y) = f(c) = f(y — 3sinz). Mae'r amod ffin yn awgrymu fod

f(2) = exp(—2), ac felly'r datrysiad yw u(z,y) = exp(—y +  sinz).

(b) Ystyriwch y cromliniau sydd wedi’i diffinio gan
d d
r_, dy_

— = =2
dt Todt

gydag amodau z(0) = s, y(0) = 0. Hynny yw,

r=1t+s, y = 2t.
Mae’r hafaliad differol rhannol yn lleihau i’r hafaliad differol cyffredin

d
ditt + 2su = 2s(s + 5t).

ar hyd y cromliniau yma. (Rydym wedi ysgrifennu termau yn x a y mewn termau o t a s.)

Lluoswch & ffactor integru e*! i gael

(25% + 10st — 5)e?st
2s

d d
eZStd—ZL—#—QseQStu = 28(8+5t)€25t = T {eQStu} = 28(8+5t)628t = >ty =

+c(s),



2 —
25+10st—5 1c

95 (s)e=25!. Mae trosi yn ol

(rydym wedi defnyddio integru fesul rhan) felly u =
i'r newidynnau gwreiddiol z a y yn rhoi

5oy tele - pow (v (o= 5)).

Yn olaf, mae cymhwyso’r amod ffin yn rhoi bod ¢(z) = 5/(22), ac felly

u(z,y) =+ 2y —

5 5 5
u(z,y) = $+2?J—2$ — y+2x s exp (—y (m — %)) = m+2y+2$ — (exp (—y <$ — g)) — 1) .



